Seri bahan kuliah Algeo #24

Perkalian Geometri
(Bagian 2)

Bahan kuliah IF2123 Aljabar Linier dan Geometri

Oleh: Rinaldi Munir

Program Studi Teknik Informatika
STEI-ITB



Sumber:

John Vince, Geometric Algebra for Computer Graphics. Springer. 2007



Multivector

* Multivector adalah objek yang mengandung skalar, vektor, bivector, dan
objek lain yang dihasilkan dengan perkalian geometri.

. II\/I.ull“ivector dapat dijumlahkan atau dikalikan seperti objek-objek geometri
ainnya

* Multivector di R? mengandung skalar, vektor, dan bivector.
* Multivector di R3 mengandung skalar, vektor, bivector, dan trivector.

* Dan seterusnya untuk multivector di ruang dimensi yang lebih tinggi.



Multivector di R?

* Multivector di R> merupakan kombinasi linier dari skalar, vektor, dan bivector.
Elemen-elemen di dalam multivector diresumekan pada tabel berikut:

TABLE 8.2

Element Symbol Grade
| scalar ) 0

2 vectors {e|, er} 1

| unit bivector ey A ey = e 2

» Multivector A di R? dinyatakan sebagai

A=A, +Ae + e, +A(e;ne,)
<+—> < > < >
skalar vektor bivector




Contoh 1: Diberikan dua buah multivector A dan B sebagai berikut:
A=4+3e, +4e,+5e,,
B=3+2e,+3e,+4e,,

(i) Penjumlahan
A+B=7+5e,+7e,+9%e,,
A-B=1+e,+e,+e,,

(ii) Perkalian
AB = (4 +3e, +4e, + 5e,,)(3 + 2e, + 3e, + 4e,,)
(lakukan perkalian suku-suku seperti biasa,
dan gunakan e,’=e,=1,e,,=—-€,,, €,,°=-1)
=10 + 16e, + 26e, + 32e,, (tunjukkan!!)



Rotasi Vektor di R?

* Kembali ke bilangan kompleks
Z=a+bi
* Rotasi bilangan kompleks z sejauh ¢ berlawanan arah jarum jam adalah:
7' = zel
yang dalam hal ini,
ebv=cosdp+isind  (formula Euler)
e Karena i?=/?>=-1, maka
e'=cos ¢ +/sin ¢
sehingga

Z = zel®



* Jika Z adalah multivector yang terdiri dari scalar dan bivector, yang identik
dengan bilangan kompleks z:

Z=a,+a,e;, (identikdenganz=a+bi)
maka
7' =Ze

* Untuk vektor v = a,e, + a,e, , dapat dibuktikan bahwa rotasi v sejauh ¢
menghasilkan vektor bayangan:

V' = veld
Contoh 2: Misalkan v = 2e, diputar 90 derajat berlawanan arah jarum jam, maka
V' = vel® = 2e e®

o i o 2t
= 2e,(cos 90° + / sin 90°)
=2e,(0 +/)=2e, 2|
, 90°
— 291912 (ingat’ | = e,Ne,=¢e, =66, ) v ‘\

=2e,e,e, = 2e,%e,= 2(1)%e, = 2e,



Contoh 3: Tentukan bayangan vektor v = 2e, + e, yang diputar 90 derajat

berlawanan arah jarium jam.

Jawaban:

V' = velt = (2e,+e,) e’
= (2e, + e,) (cos 90° + [ sin 90°)
= (2e,+e,)(0 +)
= (2e,+e,)(/)
= (2e,+e,)(ey,)
= zelele2 +e,e,6,
=2e,%e,—e,’e,
=2(1)%,— (1)%e,

=—e, +2e,




Latihan

* Diberikan sebuah vektor v = 4e, — 3e,, tentukan bayangan vektor
setelah

(a) diputar sejauh 45 derajat berlawanan arah jarum jam
(b) diputar sejauh 120 derajat berlawaban arah jarum
(c) diputar sejauh 90 searah jarum jam



Perkalian vektor dengan bivector di R?

e Misalkan a adalah vector dan B adalah bivector:

a1 + a,e;

|

B = (35’1*5‘1 + EJEE‘E} VAN (i.'llE‘l + {.'_:I-E‘g}
* Hasil perkalian a dengan B menghasilkan a’:
a' = aB

= (a;e; + arey)((bie; + brey) A (cre1 + 6e7))

— {fi’lﬁ'l T {IEEE}{EHL‘]EI AN~ -+ EJ]{.‘EE‘] N € -+ E?g[.‘l’i‘g N\ €1 -+ E?E{IEEE A Eg}

— {fi’ c1 T+ H}E‘}}{E’? Cy — i?’!f: )E 2
1 ]_ Fa i ]_ L ' ]. ]..n':.



)
— 15?]“;?1(?3 — I’Jz(.‘l}E;Eg — Hg{l’)lﬂg — EJE':-‘I)EEIZ

=— HI{I?lﬂg — I’Jzi.‘l}Ez — ﬂz(f;’lffg — hz(fl}E]

E’I; —i?g{h]ﬂg — bl'fl)el -+ i?l{i?lﬂg — I’Jzi.‘l}Eg.

Namun karena
|B|| = bicy — bycy.

maka

a' = ||B||(—aze; + ajey).

yang artinya vektor a diputar sejauh 90 derajat berlawanan arah jarum jam dan
diskalakan dengan magnitude bivector B.
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* Jika urutan perkaliannya dibalik, maka

a' = Ba
= ((bye; + brez) A (cre1 + 2€2))(are; + azer)

= (bic; — bycy)enn(are; + axey)

HI{LEJIEZ — E?E{’fl)elm + ﬂg{hlﬂg — E;’E{Tl)elgz

—ay(bycy — bycy)ey + ar(bicy — bycy)ey

a,(bycy — byey)e; — ay(byey — byey)es

F =] F =)

a = ||Bl|(ae; — a;ey).

* yang artinya vektor a diputar sejauh 90 derajat searah jarum jam dan diskalakan
dengan magnitude bivector B.
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Trivector

* Pada materi sebelumnya (Algeo 22) sudah disinggung tentang trivector, yaitu
objek berbentuk:

aAnbAc

* Interpretasi geometri trivector adalah menyatakan volume parallelpiped yang
dibentuk oleh vector a, b, dan ¢

(a) (a AD) A c. (b) (b Ac)Aa (c) (c Aa)AD.
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* Ketiga buah volume tersebut identik:

(anb)Ac=((bAc)ANa=(cAa)ADb.

* Misalkan
(= 1€ T €7 1T d3€C3
b — E;'lE.'l T EJEE'E T EJ3E;
c =11 + ey + e
maka

aNbnAc=(ae; 4+ are; + ase;) A (bye; + brey + byes) A (cre; + ey + czes)
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aAbAc=

aAbAc=

(aje; + aze; 4 ase;) A (biey + byey + bzes) A (cre1 + e + c3e3)

ﬂlblﬁ'l N e + aq bgf’.‘l A€y + ﬂ1b3el A €34
ilgbll?g N e+ ﬂgbgﬁ‘g A ey + ﬂgb3€g ANeyt | A (EIEI + ey 4+ c3e3)
51351'3‘3 N e+ £13ng3 A ey + H3b3€3 N\ €3

ﬂ1b2€1 N €y — ﬂlb;;Eg A e — Hgblel N e+
ﬂgbgﬂg N ey + ﬂ3b163 A e — H3b2€2 N €3

(a1b; — ayby)e; A ey + (axbs — asby)ex A es
+(asby — arbs)es A e

) A (crer + ey + ce3)

) A (e + ey + ces)

= (ﬂlbz — ﬂzbl)Csﬁ‘lzs + (ﬂzb3 — ﬂabz)flelzs + (ﬂsbl — 53)&6123

= ((ayb; — asby)c; + (asby — a1bs)c; + (a1by — axby)cs)ens

(1]
()
(13

C1
&)
C3

€123

15



Pseudoscalar trivector satuan

* Pseudoscalar di R? (bivector):
I=e,Ane,=e;, =e,6e,

’=(e; ney))?=-1

* Pseudoscalar di R3 (trivector):

[=e;Ane,Ae;=e3=€,6,e;

-

?=(e; Aeyne;)? = (ejere3)”
— €1€7€3C1CC3 = €150 1030830

F

= eje3e16, = —1



* Sudah dibahas sebelumnya bahwa

(1 !?1 Cq
aANbAc=la, b, ©|em
(3 !?3 C3

maka volume parallelpiped adalah V=|la Ab A c||

Contoh 4: Misalkan ¢ = 2e; b = 0.5¢; +2e; ¢ = 3es
maka volume parallelpiped adalah eA

V=|anbnc|

— 2{31 AN {U’.SE[ + 2'.‘:"_:3) A 3E3”

= [[4ex A 3es

12e;23|

v

12.




Latihan

Diberikan tiga buah vektor di R3 sebagai berikut:
a=3e;, +4e, + 5e,
b=2e,+3e, +4e,
c=e,—3e,—2e,
Tentukan volume parallelpiped yang dibentuk oleh vektor a, b, dan c.



Perkalian vektor basis satuan standard di R3

* Vektor basis satuan standard di R® adalah e, e,, dan e..

* Hasil perkalian vektor satuan standard dengan dirinya sendiri:
el =e) =e; = |

* Bivector satuan standard:

e =€ A e €3 =€ N €3 e31 = €3 /\ €

Sifat imajiner bivector satuan:

) )
e, = (e AN ey)” = —1

)

= (ep Ne3)” = —1

[ [
)

-

e

-
L
1

3] = (es Aep) = —1



Perkalian vektor dengan bivector satuan di R3

e Diberikan vektor di R3: a = a;e; + axe; + ases

dan bivector satuan: €12 = €; A €

e Perkalian bivector satuan dengan vektor:
C120d = 1€126€ + (17€12€7 + (13€12C3
= —a1€) + adre; + aszeyx

€120 = dhe; — aA1€y + dzeqss.

> —>

&
<«

vektor volume



Interpretasi geometrinya adalah, e;, menghasilkan efek:

-

(i) membentuk volume a, dengan bidang alasnya e, A e, dan tingginya e,

(i) merotasi proyeksi vektor a pada bidang e, A e, sejauh 90° searah jarum jam

N
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* Jika urutan perkaliannya dibalik:

(e = dje1€e12 + drere17 + azezep

— 1€ — 7 + 13€123

ey = —ae; + a;e; + aszeqrs.

i

* Interpretasi geometrinya adalah, e;, menghasilkan efek:

(i) merotasi proyeksi vektor a pada bidang e, A e, sejauh 90° berlawanan arah
jarum jam

(ii) membentuk volume a, dengan bidang alasnya e; A e, dan tingginya e,



* Dengan cara yang sama, maka

dan

e dan

dan

Co3d = d1€93€ —|— (17€23C7 —|— 13€73C3

(1€o3

€310

€3

(11€123 — d7ECy + (13CH

(13€7 — (h€3 + A1€173

— —3€ + 1€y + (11€123,

= a1€31€1 + ad€31€ + ad3e3;€;3

= ad1€3 + a,€123 — d3€,

a1€3 — azey + axe3

— €5 + 3¢ + 2€123.
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Latihan

Diberikan dua buah vektor di R3 sebagai berikut:
a=e,—4e,+ 2e,
b=3e,+e,—4e,

Hitunglah ae,, + be,,
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